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1.1 Osnovni izrek kombinatorike

Naj proces odloc¢anja poteka v k zaporednih fazah. V prvi fazi naj bo ny izborov
(moznih odlocitev), v drugi ny ... in v k-ti ny izborov. Stevilo izborov v posamezni
fazi naj bo neodvisno od posameznih izborov v predhodnih fazah. Potem osnovni
izrek kombinatorike pravi, da je Stevilo vseh (sestavljenih) izborov v tem procesu:

n=mniy-ng- ... -Ng

Kombinatori¢no drevo je shema, s katero prikazemo
proces odlocanja. Pogosto drevo obrnemo tako, da ’raste’
iz leve proti desni. Posamezni sestavljeni izbor je pot od
zadetne tocke drevesa do konéne tocke. Stevilo izborov v
procesu je enako §tevilu ’listov’ (konénih tock) drevesa.

Na voljo naj imamo k mnozic izborov. Iz prve mnozice naj bo n; izborov, iz druge
ng ... in iz k-te ny izborov. Izbori iz posamezne mnozice naj bodo nezdruzljivi z
izbori iz drugih mnozic. Potem je po pravilu vsote Stevilo vseh moznih izborov:

n=mny+ne+...+ng

1. Zajtrk gospoda Mrcine vsak dan sestavljajo kruh, marmelada in sok. Danes ima
na voljo: ¢érni, beli in koruzni kruh, mareli¢no, jagodno in ribezovo marmelado,
pomarancni in borovni¢ev sok. S pomocjo kombinatori¢nega drevesa prestej,
koliko razli¢nih zajtrkov lahko danes sestavi gospod Mrcina.

2. Gospod Bill Smith bi rad pripotoval iz Londona preko Pariza, Dunaja in Ljub-
ljane v Idrijo. Za pot iz Londona v Pariz ima na voljo vlak in letalo, iz Pariza do
Dunaja letalo, vlak in najeti avtomobil, iz Dunaja do Ljubljane vlak in letalo,
iz Ljubljane do Idrije pa avtobus in taksi. S kombinatori¢nim drevesom prikazi
ter prestej, na koliko nacinov si gospod Smith lahko organizira potovanje.

3. S pomocjo kombinatori¢nega drevesa ugotovi, koliko razli¢nih rezultatov lahko
dobig, ¢e v kvadratke v rac¢unu 300 5004 = vstavis enega od operatorjev 4, —, -.
Zapisi tudi vse dobljene rezultate.

4. S koliko razli¢nimi zaporedji u¢nih uspehov lahko dijak v 4 letih naredi srednjo
solo?

5. Iz kraja A v kraj B vodi 10, iz kraja B v kraj C pa 6 razli¢nih poti. Na koliko
nacinov lahko iz kraja A preko kraja B pridemo v kraj C, ce:

a) ni dodatnih omejitev
b) sta dve izmed poti iz kraja A v kraj B zaprti
¢) hocemo iz kraja B v kraj C potovati po eni izmed dveh asfaltiranih poti
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10.

11.

12.

1.1 Osnovni izrek kombinatorike

. Neko ljudstvo ima v svoji abecedi le samoglasnika A in E ter soglasnike C, S, Z.

a) Koliko razli¢nih trimestnih besed lahko sestavijo?

b) Koliko trimestnih besed ima na prvem mestu soglasnik, na drugem samo-
glasnik ter na tretjem spet soglasnik?

c¢) Koliko trimestnih besed ima na prvem mestu soglasnik, na ostalih dveh pa
samoglasnika?

d) Koliko razli¢nih trimestnih besed ima na vseh treh mestih soglasnik?

. Janez igra na igralnem avtomatu preprosto igro, kjer igralec stavi po 10 tolarjev,

in v primeru, da dobi igro, pridobi dodatnih 10 tolarjev, v nasprotnem primeru
pa izgubi vlozenih 10 tolarjev. S pomocjo kombinatori¢nega drevesa ugotovi,
kaksni so mozni izidi, ¢e ima Janez v zepu le 10 tolarjev in igra najvec Stirikrat.

.V restavraciji Krompir in ostalo je za predjed na voljo 10, za glavno jed 15 in

za sladico 8 razli¢nih jedi. Koliko razli¢nih vecerij si lahko privos¢imo, ¢e bomo:
a) jedli predjed, glavno jed in sladico
b) predjed preskoéili

.V treh gkatlah imamo listke s ¢rkami, na vsakem po eno ¢rko. V prvi so 3 listki

s ¢rkami B, C, C, v drugi 4 listki s ¢rkami T, V, Z, Z in v tretji 5 listkov s ¢rkami
A E, I, O, U. Koliko trimestnih besed lahko sestavimo, ¢e besede sestavljamo
po vrstnem redu izbranih ¢rk in izvlecemo:

a) po vrsti iz vsake skatle po en listek
b) brez vracanja dva listka iz prve ter nato Se enega iz tretje Skatle
c) vse tri listke (brez vracanja) iz tretje skatle

Trije igralci eden za drugim vrzejo kocko. Zmaga tisti, ki vrze najvecje stevilo
pik. V primeru istega Stevila pik zmaga tisti, ki je metal zadnji. Izid igre je
Stevilo vrzenih pik pri vsakem od igralcev.

a) Koliko je vseh moznih izidov?

b) Koliko je izidov, kjer padejo samo liha §tevila pik?

¢) Koliko je izidov, kjer zmaga prvi igralec, zadnji igralec pa vrze dve piki?

d) Koliko je izidov, kjer zmaga zadnji igralec?

Miha in Joze iz Skatle, v kateri sta listka s Steviloma 2 in 7, povleceta vsak svoj
listek in ga vrneta v Skatlo. V igri zmaga tisti, ki trikrat izvlece vecje Stevilo
kot nasprotnik.

a) S kombinatori¢nim drevesom prikaZi vse mozne poteke igre.

b) V koliko od vseh moznih potekov zmaga Joze?

c¢) V koliko primerih zmaga Miha, ¢e vemo, da je v prvih dveh poskusih po-
tegnil obakrat 27

V razredu, kjer je 10 fantov in 15 deklet, izbiramo predsednika in podpredse-
dnika.

a) Koliko je vseh razli¢nih moznosti izbora?

b) Koliko je moznosti, kjer sta predsednik in podpredsednik istega spola?



13. Kosarkarski trener ima za vsako od 5 igralnih mest naslednji izbor igralcev:

Igralci
Zoran S., Jure Z., Jaka L.
Dusan H., Boris G.

Igralno mesto
1 (organizator)
2 (visoki branilec)

3 (krilo) Matjaz T., Roman H.
4 (krilni center) Matjaz S., Ivica J.
5 (center) Slavko K., Rajko Z., Mario K.

Na koliko nacinov lahko sestavi zac¢etno peterko, Ce:
a) ni dodatnih omejitev
b) je Jure Z. kapetan in mora igrati v zacetni peterki
c) Slavka K. premestimo iz igralnega mesta 5 na igralno mesto 4
d) lahko trener kateregakoli igralca iz mesta 4 uporabi za mesto 5 in obratno
14. Sestri Maja in Spela imata v skupni garderobi 6 razli¢nih kap ter 8 razli¢nih
klobukov. Na koliko razliénih nacinov lahko izbereta pokrivali, ce:
a) si lahko obe na glavo posadita tako kapo kot klobuk
b) Maja izbere klobuk, Spela pa kapo
c) Spela izbere klobuk, Maja pa kapo
*15. Kraji Mala vas, Srednja vas, Velika vas in Malo mesto lezijo ob isti cesti v takem

vrstnem redu, kot so zapisani. Kraje povezujejo avtobusne linije, vendar le po
dva sosednja kraja. Vozni red avtobusov je prikazan v spodnji tabeli:

*16.

17.

Zac. postaja

Kon. postaja

Odhod

Prihod

Mala vas

Srednja vas

5007 810, 1415’
2015

610, 940’ 1545,
2130

2140

Srednja vas Velika vas 645, 900 1220 | 730 950 1315,
1600 2200 1645 2240
Srednja vas Mala vas 620, 950 159 | 730 1100 1700

2245

Velika vas Srednja vas 7401090, 1325, | 825, 10°0, 1419,
1655, 2250 17307 2330
Velika vas Malo mesto 830 1115, 1415 | 900 1145 1445

Malo mesto

Velika vas

9107 11557 1455

9407 ]_2257 1525

Na koliko nac¢inov lahko z najmanjsim Stevilom prestopanj

som v istem dnevu:

a) iz Male vasi v Veliko vas

b) iz Malega mesta v Srednjo vas

pridemo z avtobu-

¢) iz Srednje vasi v Malo mesto, ¢e poti ne za¢nemo pred 12.00

d) iz Malega mesta v Malo vas, ¢e moramo v Malo vas prispeti pred 20.00

Koliko datumov, ki se nanasajo na ¢as med 1.1.1990 in 31.12.1999, lahko
sestavimo s premetavanjem Stevk datuma 03.12.1999 (3. december 1999)?

Na sre¢anju dveh drzavnigkih delegacij se je vsak predstavnik drzave A rokoval z
vsakim predstavnikom drzave B. Koliko predstavnikov je bilo v delegaciji drzave
B, ¢e je bilo v delegaciji drzave A 5 predstavnikov in je bilo vseh rokovanj 357
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*18.

*19.

*20.

*21.

*22,

*23.

*%24,

Na tenigkih tekmah za Davisov pokal med dvema drzavnima reprezentancama
odigrajo 5 dvobojev, in sicer 4 dvoboje posameznikov in 1 dvoboj dvojic. V
vsaki reprezentanci imajo na voljo 5 igralcev. Vsak igralec nastopi najvec v
dveh posamic¢nih dvobojih. Na koliko nacinov lahko kapetan pripravi seznam
igralcev svoje reprezentance, ¢e je vazen vrstni red nastopajocih in:

a) ni dodatnih omejitev

b) v igri dvojic nastopa vsaj en igralec, ki ne igra v nobenem posami¢nem
dvoboju

V kocki ABCDEFGH stojimo v oglis¢u A in bi s premikanjem po robovih
kocke radi prigli do oglis¢a G. Na koliko razli¢nih na¢inov lahko opravimo pot,
¢e lahko vsak rob prehodimo samo enkrat in se lahko sprehodimo po najveé:

a) 3 robovih b) 5 robovih

Koliko ¢lenov dobimo, ¢e razclenimo izraz (a+1)(b+1)-...- (2 + 1), pri ¢emer
uporabimo vse ¢rke angleske abecede?

Koliko je petclenih aritmeti¢nih zaporedij s pozitivnimi celoStevilskimi ¢leni,
kjer:
a) sta prvi in zadnji ¢len manjsa od 12
b) je absolutna vrednost diference vecja od zadnjega ¢lena, vsota vseh ¢lenov
pa manjsa od 36

V izlocilnih tekmah nogometne lige prvakov igrata mostvi dve tekmi, na vsakem
od domagcih stadionov po eno. V naslednji krog napreduje tisto mostvo, ki je po
dosezenih golih uspesnejse v skupnem sestevku. Ce je sestevek golov izenacen,
napreduje mostvo, ki je doseglo ve¢ zadetkov v gosteh. Ce sta mostvi izenadeni
tudi po tem kriteriju, zmagovalca odlo¢i izvajanje enajstmetrovk. Predposta-
vimo, da bodo na vsakem od dveh dvobojev dosezeni najvec Stirje goli.

a) Koliko je vseh moznih izidov na obeh tekmah?
b) Koliko je izidov, kjer je skupni rezultat 3 : 37
c) Koliko je izidov, kjer se izvajajo enajstmetrovke?

V koordinatnem sistemu se po celostevilski mrezi sprehajamo po tistih tockah,
pri katerih je absolutna vrednost posamezne koordinate manjsa od 3. Sprehod
traja lahko najvec 5 korakov, skozi vsako tocko pa gremo najvec enkrat.

a) S kombinatori¢nim drevesom prikaZi vse moZne poteke sprehoda od tocke
T0(0,0) do tocke T1(2,2).

b) Koliko je razli¢nih sprehodov iz tocke T((0,0) do tocke T1(2,1), e se spre-
hajamo samo po tockah, ki imajo prvo koordinato vecjo ali enako drugi
koordinati?

c¢) Koliko je razli¢nih sprehodov iz tocke Tp(—1,—1) do tocke T7(1,1), ¢e sta
v vsakem koraku obe koordinati nove tocke vecji ali enaki istoleznim koor-
dinatam prej$nje tocke?

Koliko je vseh preslikav f iz mnozice A = {2"; (n € IN) A (n < 6)} v mnozico
B = IN, za katere za vsak element a € A velja f(a) < a? Koliko od teh preslikav
je injektivnih?

1.1 Osnovni izrek kombinatorike 9



1.2 Permutacije

Za vsak n € IN definiramo $tevilo n! (n fakulteta) kot produkt:
nl=n-(n—1)-n—2)-...-3-2-1

Po dogovoru je Se:
ol=1

Permutacije brez ponavljanja reda n so razporedi n razlicnih elementov v niz
dolzine n. Njihovo Stevilo je enako:

P,=nl=n-n—-1)-n—2)-...:3-2-1

Permutacije brez ponavljanja reda n lahko obravnavamo tudi kot bijektivne preslikave
mnozice z n elementi nase. Zato je vseh takih bijektivnih preslikav P, = n!.

Permutacije s ponavljanjem reda n so razporedi elementov v nize dolzine n, pri
¢emer lahko posamezni element nastopi veckrat (lahko se ponovi).

Naj v nizu dolzine n nastopa m elementov. Prvi naj se pojavi ki-krat, drugi ko-krat
... in m-ti k,,-krat, pri Cemer je:

ki+ke+...+k,=n
Stevilo permutacij s ponavljanjem je tako:

n!
kil kol k!

Pkl,kg,...,km _
n

Permutacije brez ponavljanja

25. Izracunaj:

6! — 5! 71.81— 6!- 9l
T P) 5o
71 4149131 —8l.31 4l N,
2. 8l ) (2!2!)'

*26. Ugotovi, s koliko niclami se konca Stevilo 100!.

27. Zapisi vse permutacije ¢rk besede:
a) DA b) LAN c) MOKA

28. V prvi slovenski nogometni ligi je v sezoni 2003/2004 igralo 12 mostev. Koliko
je bilo vseh moznih vrstnih redov ob koncu prvenstva?

29. Mama je za svojih 5 otrok kupila 5 razlicnih knjig. Na koliko nacinov lahko
razdeli knjige, ¢e bo vsak od otrok dobil po 1 knjigo in:
a) ni dodatnih omejitev
b) mora najmlajsi dobiti edino slikanico
¢) mora najstarejsi dobiti edino poljudnoznanstveno knjigo
d) bo med 2 najmlajsa otroka razdelila 2 edini knjigi z otroskimi pesmimi

10 1. Kombinatorika



30. Na znanstveni konferenci s svojimi prispevki nastopajo tirje znanstveniki. Na
koliko na¢inov lahko sestavimo vrstni red nastopajocih, ce:

a) ni dodatnih omejitev
b) mora prvi nastopiti najstarejsi znanstvenik
¢) mora zadnji nastopiti najmlajsi znanstvenik

d) edini znanstvenik z ocali ne sme nastopiti pred edinim znanstvenikom iz
ZDA

31. Koliko razli¢nih petmestnih besed lahko sestavi Marko iz ¢rk svojega imena, ¢e
lahko vsako ¢rko uporabi samo enkrat in:

a) ni dodatnih omejitev

b) se morajo besede koncati s ¢rko O

c) se morajo besede zaceti s ¢rko M

d) se morajo besede koncati s samoglasnikom
e) se morajo besede zaceti s soglasnikom

32. Mojca se je odlocila, da bo za vstopno geslo na svojem racunalniku uporabila
vse ¢rke svojega imena. Koliko moZnosti ima za sestavo gesla, ce:

a) si ne postavlja dodatnih omejitev
b) samoglasnika ne smeta stati skupaj

33. Na koliko nacinov lahko v vrsti stojijo $tiri Zenske in trije moski, ce:
a) ni dodatnih omejitev
b) naj stojijo moski skupaj in zenske skupaj
c) morajo le zenske stati skupaj

*d) mora na prvem mestu stati eden od moskih, Zenske pa morajo stati skupaj

34. Na $olski proslavi moramo na odru v vrsto postaviti 5 u¢encev petega, 6 ucencev
Sestega in 7 uCencev sedmega razreda. Na koliko nacinov lahko to storimo, ce:

a) ni dodatnih omejitev

b) morajo uCenci istega razreda stati skupaj

¢) morajo na zacetku vrste stati vsi ucenci petega razreda
d) morajo na koncu vrste stati vsi uCenci Sestega razreda
e) Marko iz sedmega razreda ne sme stati na zacetku vrste

35. Na klop bi radi posedli 4 Slovence, 3 Nemce in 5 Ameri¢anov. Na koliko nainov
lahko to storimo, ce:

a) ni dodatnih omejitev

b) morajo predstavniki istega naroda sedeti skupaj
¢) morajo samo Nemci sedeti skupaj

d) ne smejo vsi Americani sedeti skupaj

*ke) mora na prvem mestu sedeti eden od Nemcev, Slovenci pa morajo sedeti
skupaj

1.2 Permutacije 11



36.

37.

38.

39.

40.

41.

12

Na klop bi radi posedli 5 pisateljev, 4 pesnike in 3 prevajalce. Na koliko nacinov
lahko to storimo, ce

a) morajo ustvarjalci iz istega podrocja sedeti skupaj
b) morajo samo pesniki sedeti skupaj

c) pisatelji ne smejo sedeti vsi skupaj

d) mora na zadnjem mestu sedeti prevajalec

Koliko petmestnih §tevil z razli¢nimi §tevkami lahko sestavimo iz §tevk 0, 2, 4,
6, 8, ¢e moramo vsaki¢ uporabiti vse Stevke in:

a) dovolimo tudi §tevko 0 na prvem mestu
b) na prvem mestu ne sme stati stevka 0
c) mora biti 0 na zadnjem mestu

d) mora stati 2 na prvem mestu

e) Stevila ne smejo biti deljiva s 5

Na festivalu je 6 nastopajocih iz Slovenije, 5 iz Italije, 4 iz Hrvaske ter 2 iz
Avstrije. Koliko je moznih vrstnih redov nastopajocih, ce:

a) ni dodatnih omejitev

b) morajo predstavniki iste drzave nastopati zaporedoma
¢) morajo najprej nastopiti vsi Italijani

d) mora najprej nastopiti najslavnejsa slovenska pevka

Na polico v trgovini bi radi postavili 6 razli¢nih navadnih, 5 razli¢nih sadnih ter
7 razli¢nih smetanovih jogurtov. Na koliko nac¢inov lahko to storimo, ce:

a) morajo istovrstni jogurti stati skupaj
b) navadni jogurti ne smejo stati vsi skupaj
¢) mora na prvem mestu stati smetanov, na zadnjem pa sadni jogurt

d) morajo na prvih petih mestih stati sadni jogurti, na zadnjem mestu pa ne
sme stati navadni jogurt

Na polico bi radi postavili 5 razli¢nih mladinskih, 7 razli¢nih pustolovskih ter 6
razli¢nih zgodovinskih romanov. Na koliko nac¢inov lahko to storimo, Ce:

a) morajo istovrstni romani stati skupaj
b) morajo skupaj stati tako zgodovinski kot tudi pustolovski romani
¢) mora na prvem mestu stati pustolovski, na zadnjem pa mladinski roman

d) morajo na prvih sedmih mestih stati pustolovski romani, na zadnjem mestu
pa ne sme stati zgodovinski roman

8 tekmovalcev v finalu teka na 100 m bi radi porazdelili na 8 Startnih mest.
Koliko je moznih porazdelitev, Ce:

a) ni dodatnih omejitev

b) mora najhitrejsi iz predtekmovanja $tartati na progi Stevilka 4

c) trije finalisti iz ZDA ne smejo Startati vsi skupaj

d) mora vsaj 1 izmed 2 francoskih finalistov Startati na enem od prvih 6 mest

1. Kombinatorika



42, Darko se je odlocil, da bo za letosnji dopust obiskal 4 drzave: Italijo, Avstrijo,
Madzarsko in Hrvagko. Na koliko nacinov lahko izbere vrstni red drzav, Ce:

a) potuje z letali in zato lahko pripotuje iz katerekoli v katerokoli drzavo
b) potuje z avtomobilom, vsako drzavo bo obiskal natanko enkrat in med
potovanjem ne bo obiskal nobene dodatne drzave
*43. Za okroglo mizo bi radi posedli 3 profesorje in 10 dijakov. Na koliko nacinov
lahko to naredimo, Ce:
a) ni dodatnih omejitev
b) najstarejsi profesor sedi na vnaprej dolo¢enem stolu
¢) ne smejo sedeti vsi profesorji skupaj
d) mora vseh 5 dijakov prvega letnika sedeti skupaj

*44. 3 plesalke z rde¢imi pokrivali, 4 plesalke z modrimi pokrivali, 5 plesalcev s
klobuki ter 2 plesalca brez klobuka plesejo kolo. Koliko je moznih porazdelitev
v krogu, ce:
a) ni dodatnih pogojev
b) vsakemu mogkemu sledi Zenska in obratno
¢) moski brez klobuka ne stojijo skupaj

sxd) plesalke z enako barvo pokrival ne stojijo vse skupaj
45. Koliko je bijektivnih preslikav mnozice z 12 elementi same vase?
46. Dani sta mnozici A = {z; (zr € Z)A(—6 <z < 0)}in B = {n; (n € N)A(n|12)}.
Naj bo F mnozica bijektivnih preslikav iz mnozice A v mnozico B.

a) Koliko elementov ima mnozica F?

*%b) Za koliko funkcij iz mnoZice F za vsaj en element a € A velja f(a) = —a?

47. Poiscite prvo in zadnjo permutacijo abecednega seznama vseh moznih permu-
tacij ¢tk P, A, Z, I, C |U.

*48. Poiscite 840. in 2897. permutacijo abecednega seznama vseh moznih permutacij
&k R, E, K, A, B, O, N.

*49. Na katerem mestu v abecednem seznamu vseh permutacij ¢rk dane besede je

beseda:
a) KRUH b) ROKAV c¢) TRIGLAV

Permutacije s ponavljanjem

50. Izracunaj:
4! 8! n! (n+1)! n!
Vo Paaa 9aoagra Yatoa mon

51. Zapisi vse razlicne besede, ki jih dobimo s premetavanjem ¢rk (vsako ¢rko besede
uporabimo natanko enkrat) besede:

a) TAT b) PIPI ¢) OMAMA

1.2 Permutacije 13



Resitve




1. Sestavi lahko 18 zajtrkov.
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2. Potovanje si lahko organizira na 24 nacinov.

108

—_
L<Z<
<
V<\L/<i
_
Av<\L/<Z
_
L<:\L/<z
_
V<Z<

AV<Z2

P> S 3>

=P a3

Legenda

Vrste kruha
CR - &rni

BE - beli
KO - koruzni

Vrste marmelad
MA - mareli¢na
JA - jagodna
RI - ribezova

Vrste sokov
PO - pomaran¢ni
BO - borovnicev

Legenda

Prevozno sredstvo
V - vlak

L - letalo

AV - avtomobil

A - avtobus

T - taksi
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